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Exercice 1 

Soit une barre AB, homogene rectiligne, de longueur 21, de centre d'inertie G et de masse m, en 
mouvement dans le plan vertical (yo <Zo) d'un repere fixe orthonorme direct galileen 
R 0 (O,^,y^) de maniere a ce que I'extremite A ( respectivement B )se deplace le long de Oz 0 sans 
frottement (respectivement Oy 0 ). 



: ( m /r } 



1- Parametrer la position de la barre, et donner fl | 

2 - Calculer I'energie cinetique de la barre dans R 0 . 

3- Determiner a I'aide des theoremes generaux les equations du mouvement de la barre. 

Solution 

1- Parametrage de la barre 
Soit R S (G, X s , Y s , Z s ) le repere lie a la barre tel que 
OZ s suivant BA et Y s faisant I'angle 0 avec Oy 0 . 

La position de G est donnee par : 

OG = l(sind y q + cosd 



^ ( AB / r J = 6T 0 =9 T s 




2- Energie cinetique de la barre. 

T = \mV* (%J + i ‘n (ab /r j (ab / r J 

L'axe Y s est axe de symetrie, done axe principal d'inertie, et par consequent les axes X s et Z s sont axes 
principaux d'inertie, et la matrice d'inertie dans la base (G, X s , Y s , Z s ).est diagonale. la barre est 
suivant Z s , un element de longueur dl de la barre n'a pas de composantes suivant Gx s et Gy s ( X s =Y s =0) 



A = B = f + ! z 2 A dz = -l 3 A = -l 2 

J -i 3 3 



C=0=> M, 




V = l 0 ( cosd y o — sind Zq 1 ) 



1 1 , . \ m 2 (1 0 0 
Ec = -ml 2 B 2 +-(6,0,0) jl 2 [0 1 0 




3- A) Calcul de la resultante dynamique 



'(%o)“ 



dV 



( G /«o) 



dt 



0 0 0/ r s \o 



= ( W cosd — W 2 sind 
V— Id sind — Id 2 cosd J Rg 



R d = mf (^ / r j = m/[(0 cosd — d 2 sin0)y^ — ( d sind + d 2 cos0)z^] 



Bilan des forces agissant sur la barre AB 
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A et B se deplacent respectivement sur OZ et OY sans frottement ; les reactions en ces points 
sont alors normales aux axes OZ et OY. 

• Poids P = —mg z^ 

• Reaction du bati en A R A = R a % 

• Reaction du bati en B R B = R b Z^ 



R d — P + R a + R b 




ml(Q cosQ — 9 2 
l(d sinO + 9 2 cos 






9) = R a 
= —mg + R 



B 




R a = ml{9 cos9 — 9 2 sin9 ) 

= mg — ml{9 sin9 + 9 2 cos©) 



B) Calcul du moment dynamique en G de AB par rapport a R n 

• Calcul du moment cinetique 

3 i G ’ AB /Ro) = "““(%„) Avec "® = 2 r(“ 

=> 3 { G ’ AB /R 0 ) = ^-^ T o 

• Calcul du moment dynamique 







0 °\ 

10 et Q.( S /r} = 9X s = 9x^ 

0 0 J Rs 



• Calcul des moments des forces au point G 

j^r(p) = o 

M g (Z?^) = GA A R a =1 Z s A R A y q = l {cos9 — sin9 yo') A R A y q = —l R A cos9 
M g ( R B ) = GB A R B =—l Z s A R B z ^ = l R B sin9 



• Theoreme du moment dynamique 

Le moment dynamique en un point est egale a la somme des moments de toutes les forces 
exterieures qui s'exercent sur le systeme au meme point. 



G ( G - ab /r 0 ) = m g (p) + m g (r a ) + m g (r b ) 



ml 2 

~T 



9x o = ( — l R a cos9 + l R b sin9 ) x^ 



En remplagant R A et R B par leurs valeurs, on obtient: 



9 --- sin9 = 0 

4 l 



Exercice 2 

Un anneau homogene A de masse M, de rayon a, de centre Ci roule dans le sens positif d'un axe Ox 
du plan vertical xOy d'un repere fixe R(0, i,j, /c). On designe par x I'abscisse de Q sur I'axe Ox et I le 
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point de contact de I'anneau avec I'axe Ox. a> = —9 k etant le vecteur rotation propre de I'anneau 
par rapport a R. Un disque D homogene de masse m, de rayon r, de centre C 2 roule a I'interieur de 
I'anneau. J etant le point de contact du disque et de I'anneau, fi et f 2 sont respectivement les 

coefficients de frottementde I'anneau sur I'axe Ox et du disque sur I'anneau. Soit R' [c lt k'^j un 

repere relatif obtenu a partir de R par une rotation ip autour de C x z et R" [c 2 , k"') un repere 

lie au disque D, obtenu a partir de R' par une rotation cp autour de C 2 z. 



1- Parametrer I'anneau A et le disque D. 

2- Calculer, en projection dans R, la vitesse de glissement de I'anneau A sur I'axe Ox et en 
projection sur R', la vitesse de glissement du disque D sur I'anneau A. Donner les conditions 
de roulement sans glissement. 

3- Calculer I'energie cinetique du systeme (A+D) par rapport a R. 

4 - Calculer par rapport a R 

• Le torseur cinetique de I'anneau A au point Cj et du disque D au point C 2 . 

• En deduire le torseur dynamique de I'anneau au point Q et celui du disque au point C 2 . 

5- En appliquant le principe fondamental de la dynamique a I'anneau A et du disque D, etablir 
les equations du mouvement lorsque la vitesse de Ci est constante et les coefficients de 
frottement sont nuls. 

Solution 



1- Anneau A 

La position de C : est donnee par ses 
coordonnees dans R : (x, a, 0) 

La rotation propre de I'anneau autour de 
son axe CiZ par rapport a R est : co = — 8 k 

Disque D 

Le repere R' est lie au centre C 2 , la position 
de ce point est donnee par x et ip 
OC 2 = OC 1 + C-±C 2 ( cosip 1 + simp j) 
Avec C -^C 2 —3-r 




Le repere R" est lie au disque D, cp est Tangle de rotation propre du disque autour de son axe 
C 2 z. La position d'un point M du disque est donnee par la position de C 2 et cp 

R(0, x, y, z) ^ — ► R'(C 1; x', y', z) 

(pk 

R(C 1; x, y, z) ► R"(C 2 , x", y",z") 

2- Vitesse de glissement de I'anneau sur I'axe Ox 

%{ A /ox ) = ?(' e %) - n' e °v«) = n 1 e %) 

Or v( ! e a / r ) = v( C '/ ; ,) + [C, A n( A / ; ,) = x7+ aj A -Ok = (x - a9)7 

La condition de roulement sans glissement donne : x = ad 

Vitesse de glissement du disque sur I'anneau 
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'C 



r^( d /r) 



dOC-i 



dt 



+ 



dC 1 C 2 



dt 



— ri'Aepk 



dOC 1 



Or 



dC-^ C2 



dt 



dt 

docA 



+ 



dC 1 C 2 



dt 



+ n( R / R )ACiC 2 



Rr 



— ri'Aepk 



= 0 et 

R , dt 



= xi et fl 



A C 1 C 2 = ipk A (a — r)i' = ip(a — r)j' 



V 



r%)= 



V E D /r^ = xt + [ip(a — r) + rep]]' 



V 



<C 



Rj 

D 



+ JC 1 A n(^/n) = xi — ai' A — Ok = xi — ad]' 



V a( m) = [^( a - r) + rep + a0]/ 



D'ou la condition de roulement sans glissement : 

ijj(a — r) + rep = — a0 

3- Energie cinetique du systeme (A+D) par rapport a R 

L'energie cinetique du systeme est egale a la somme des energies de ses constituants. 

T( S /r) = T(%) + T(%) 

Energie cinetique de I'anneau 

t( a / r ) ( Ci / R ) + j , n( A / R )M'.* ) H( A / R ) 



'Ci 



a 0 



Or Vr' 1 / n ] = ii et M^ = ^~ lo 1 0 

2 \0 0 2e 

Ma 2 



■S( a /r)m ^(%) 



MntA/ ^ _ 



2 

<* n A / R )=Y(* 2 +« 2 9 2 ) 

Energie cinetique du disque 

T (%) = V 2 ( c Vr) + \ S!(%)M™n(%) 



/I 0 0 

(0,0, -0) 0 1 0 



^0 0 2 




M 



m 



2 V ' Ky 2 v ' ^ ^ 

V ( 2 / r ) = xi + \p(a — r)j' = [x — \p(a — r)sinxl>]i + \p(a — r)cosxpj 
1 
2 

^( D /R)M£ ) H( D / R ) = ^(0A<p)^fi ! = 



-mV 2 



= — [x 2 - 2x vjj (a - r)sinij; + i]/ 2 (a - r) 2 ] 



.0 0 2/ \<pv 



T( D /r)=2 



x 2 — 2 xxp (a — r)simjj + xjj 2 (a — r) 2 + — <p 



r 

\2 , ' ^2 



Energie cinetique du systeme 

/ \ M , , , m 

T ( s / R ) = Yp 2 + a 2 e 2 ) + y 

4 - Torseur cinetique de I'anneau au point Ci^ 



r 

x 2 — 2x ip (a — r)simp + ip 2 (a — r) 2 + — ep 2 



Resultante cinetique : Rc{^/r) = MV (^Vr) = Mx ? 
Moment cinetique : a(C 1 ,A/R) = R ) = — Ma 2 0k 
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Torseur cinetique du disque au point C ? 

Resultante cinetique : Rc(P /r) = m V (^Vr) 

R c ( D /r) = m[x — ip(a — r)simp]T + mip(a — r)cosipj 
Moment cinetique : g(C 2 ,D/R) = = — yr 2 cpk 

Torseur dynamique de I'anneau au point C i 

Resultante dynamique : Ra{^/ r) = M y i^ 1 / r) = M xi 
Moment dynamique : <5(C 1; ^/r) = = —Ma 2 9 k 



Torseur dynamique du disque au point C? 



Resultante dynamique : 



x 



ip(a — r)simp — ip 2 (a — r)cosip\ 
Rdi® / r) = my ( 2 //?) = m ( ip (a — r)cosip — ip 2 (a — r)simp ) 



/ r 



Moment dynamique : S[C 2 , ® / r) = 



do(C 2 ,D/R ) 



dt 



l/l 9 •• 7 

= r cp k 

r 2 



ext 



5- Principe fondamental de la dynamique applique a I'anneau 

Xl{ A /r) = Y/^ et S{C 1 A/ R ) = Yj^Je. 

• Les forces exterieures qui s'exercent sur I'anneau sont : son poids, les reactions en I et J. 

/ Njcosxp + Tj simp\ 

P = —Mgj ; R I = N I j — T I i ; Rj = Nji' — Tj ]' = ( Nj simp — Tj cosxp J 









Ce qui donne en rempla^ant chaque terme par sa valeur : 

(Mx = —Tj + Njcosxp + Tj simp equation 1 

(0 = —Mg + Nj + Nj simp — Tj cosip equation 2 

• Moment du poids au point C x : M c (P') = 0 

Moment de la reaction en I au point C x : 

M Cl (R,) = C-jI /\Rj = —aj A ( Nj — Tji) = —aTjk 
Moment de la reaction en J au point Ci : 

M Cl (Rj) = CJ f\Rj = aT A ( Nj T — Tj y'j = —aTjk 

8(C 1 ,A/r') = ^ M Ci F ext <=> Ma9 = Tj + Tj equation?) 
Principe fondamental de la dynamique applique au disque 

%{ D / R ) 6t ^ C 2 ’ %) = 

• Les forces exterieures qui s'exercent su le disque sont : son poids et la reaction en J 
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D'apres le principe de Taction et de la reaction, I'anneau exerce sur le disque une force 
egale a (- Rj ). On exprime tous les vecteurs dans la base R', ce qui donne : 

R c {D/r) = m^xi + ip (a — r)j' J = m |x cos\p i' + (ip(a — r) — x 



X( D /r) = my( C2 / R ) = ml {p( a -r)-xsi 



( xcosip — ip 2 (a — r) 



imp 






Rt 



R, 



E Rext = —mgj-Nji' + Tjj' = — ( Nj + mg simp)i'+{Tj — mg cosip)]' 

<( d / r ) = X 



ext 



mx cosip — mip 2 (a — r) = —Nj — mg simp equation 4 
—mx simp + mip (a — r) = Tj — mg cosip equations 



Moment du poids en C 2 : M Ci (P) = 0 
Moment de la reaction en J au point C 2 : 






,{R ] ) = C 2 jAifj = r7A-(Nj7-Tjf) = rTjk 






m 

— r cp = Tj 



equation 6 



On a 8 inconnues (x, 0, ijj, cp, N,, Nj, T,, Tj ) et 6 equations, done le systeme a deux degres de liberte. 



Cas particuliers 

x = C te ; les frottements nuls => Tj = Tj = 0 

L' equation 1 donne Nj=0 ; I'equation 2 donne N,=Mg ; l'equation3 donne 6 = 0 
L' equation 4 donne ip 2 = ■ I'equation 5 donne :tp + = o 

T a-r T a-r 

L' equation 6 donne : (p = C te 



Exercice 3 

On considere un cerceau ( C ) de centre O, de rayon R, immobile dans un plan vertical fixe (O, x 0 , yo ) 
d'un repere fixe orthonorme direct R 0 (O, x 0 , yo, z 0 ) ou Ox 0 est la verticale descendante. A I'interieur 
de ( C ) se trouve une tige homogene ( T 2 ) de longueur 21 et de masse m 2 . Les extremites A et B de 
cette tige restent constamment en contact sans frottement avec ( C ) Une seconde tige (T i) 
homogene, de masse mi, joint le centre G 2 de ( T 2 ) au centre O de ( C ). Les deux tiges constituent le 
systeme ( E ). Toutes les liaisons sont parfaites. On definit aussi un repere orthonorme direct 
R!(O,u,v,z 0 ) lie au systeme ( E ), tel que I'angle que fait Ox 0 avec Ou est egale a 0. 

1- Exprimer la puissance de la resultante des forces appliquees au systeme. 

2- Donner I'expression de I'energie potentielle de( E ). 

3- Donner I'expression de I'energie cinetique de ( E ).par rapport a R 0 

4- Etablir les equations du mouvement. 
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Solution 



1- Coordonnees de G? et de G i^ 

Considerons le triangle rectangle OG 2 B rectangle 
en G 2 : 



OB — OG 2 "H G2B => 

OG^ = Jr 2 -l 2 => ~OGl — J R 2 — l 2 u 

OG 2 = -J R 2 — l 2 ( cosd x , 0 + sind y£) 
-Jr 2 -i 2 



Et OG 1 = 



( 1 cosd x 0 + sind y 0 ) 




2 - Resultante des forces appliquees au systeme 
Les forces qui s'exercent sur le systeme sont : 

PoidsdeTi: P 1 ; PoidsdeT 2 : P 2 ; Reaction en O : R 0 ; Reaction en A : R A 
Et Reaction en B : R B 

^ Fext = Pi + P2 + Po + Pa + r b 
Puissance de la resultante des forces appliquees au systeme 

ppw ) = HE) + J>(fQ + HfQ + HE) + ^(55) 

HE) = r, ■ v (% 0 ) = 0 ; t(T a ) = r A ■ v (% o ) = 0 ; tqq = r B • v (% o ) = 0 

Car O fixe, et il n'y a pas de frottement en A et B ce qui se traduit par 



Rt IV 



(%>) 



et R b IV 



(%.) 






P(Pi) = Pi m V\ 1 /R 0 ) = migx 0 2 K~ sin0 *0 + cosd y Q ) 



= -nhg- 



Jr 2 - l 2 



2 

OsinO 



P{P 2 ) = P 2 ■ V ( G V/? 0 ) = m 2 g*o 'Ip 2 - P 2 O(~sin0 x 0 + cosd y 0 ) 

= — m 2 g V R 2 — l 2 OsinO 
T tot = (m 2 + Vf? 2 — l 2 g 9 sind 

3- Energie potentielle 

L'energie potentielle du systeme est donnee par : 

E p = J —T Tot dt = J (m 2 + -Jr 2 — l 2 g OsinO dt 

E p = — (m 2 + V R 2 — l 2 g cos0 + C te 

4 - Energie cinetique.du systeme. 

E C ( Z /r 0 ) = Ec ( Ti /r 0 ) + Ec ( Tz / R J 

• Energie cinetique de T; 



Calculons la matrice d'inertie de la tige T : au point O. La tige Ti est suivant Ou (Ou axe de 
symetrie), un element de longueur dx a une masse dm=Adx. 



On a done A=0 et B=C = ~ l Ax 2 dx = - [Vf ? 2 — l 2 ] = — ( R 2 — l 2 ) 
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/0 0 0 N 

Ce qui donne : = — (R 2 - l 2 ) 2 0 10 

3 VO 0 1/ 

nh 



( u,v,z ) 

E c { Ti /rJ = ^ ( RZ - ,2 ) Z 8 2 



• Energie cinetique de T 2 

^ J = ^ (%) + i * CVJ 

Calculons la matrice d'inertie au point G 2 dans le repere (u, v, z), la tige T 2 est suivant Ov 
(Ov axe de symetrie) 



A 



= C = J y 2 dm = A J 



■, m 2 •> 
y 2 dy = —l 2 



B = 0 



m (J 2 ) = ^2 {2 | q Q Q 



a o o> 
ooo 

v0 0 1/ 



et 



a 



(%) - « 



ez 



( u,v,z ) 



= f « 2 ( R s' 2 ) 



• Energie ; cinetique .du systeme 

e c ( z / Ro ) =t ^( r2 ~ i 2 y ° 2 + ( r 2 - l i2 ) 



Ec (% 0 ) = y r2 (t + ™ 2 ) _ j (mi + 2m2) 



5- Equation du mouvement 

Pas de frottement, et toutes les forces qui travaillent derivent d'une energie potentielle, 
done I'energie mecanique est constante et par consequent sa derivee par rapport au temps 
est nulle. 



evo 



dE, 



+ R p ~ R m 



(%„) 



dt 



dE p 

dt 



= ?■ 



Tot 



(Eh. + m 2 j — l — (m-L + 2m 2 )j 96 = — (m 2 + ~^) V/? 2 — l 2 gdsinO 



.. B 

9 H — sin9 = 0 
A 



Avec : A =R 2 + m 2 ) — j (m 1 + 2 m 2 ) et B = (m 2 + ylR 2 — l 2 g 



sin9 



Exercice 4 

Dans le plan vertical (Ox, Oy ) d'un repere fixe orthonorme direct galileen R 0 (O, x, y, z ) ou Ox 
est la verticale ascendante, on considere le mouvement d'un pendule double ( S ) constitue de deux 
tiges rectilignes homogenes ( OA ) et ( OB ), respectivement de masses m x et m 2 , de longueurs l 2 et l 2 , 
et de centres de gravites Gi et G 2 , articulees en A, ou nous avons une articulation parfaite. 

1- Determiner le moment cinetique en O de la tige ( OA ) par rapport a R 0 . 

2- Determiner le moment dynamique en O de la tige ( OA ) par rapport a R 0 . 

3- Donner I'expression de I'energie cinetique de ( AB ) par rapport a R 0 . 

4- Determiner le moment cinetique en G 2 de la tige ( OA ) par rapport a R 0 . 

5- Determiner le moment dynamique en G 2 de la tige ( AB ) par rapport a R 0 . 

6- Donner I'expression de I'energie cinetique de ( AB ) par rapport a R 0 . 

7- Ecrire, a I'aide des theoremes generaux, les equations du mouvement. 
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8- Donner I'expression de I'energie cinetique de ( S ) par rapport a R 0 . 

9- Donner I'expression de I'energie potentielle de ( S . 

Solution 




3- Energie cinetique de OA 

e c( 0 %o)=^(°XM 0 X-°) = 

4 - Moment cinetique en G z de AB 









Mr (AB) = 



m 2 ll /0 0 0 



12 



0 10 
0 0 V 



< oa IR'-*) = , 1T+& 



(u 2 ,v 2 ,z 0 ) 



5- Moment dynamique de AB en G z 



s ( ab /r 0 ’ g *) = 



da 



( ab / r ^) 



dt 



m 2 ll 

12 



4*2 K 



yo 



6- Energie cinetique de AB 

E c e%„) -W 1 (%) + 5* ( ab /r) * MX) 

V ( C V Ro ) = ? (%„) tMA3 (*%,) or V (% o ) = So A S (°% 0 ) = ki> 

et G^A A n ( AB /r 0 ) = -y«2 a xp 2 k^ = Y 
avec: = —sirups + cosip et = —simp 2 + cosip 2 y^ 

V ( Gz / R J = ~hi4’i simp 1 + y simp 2 \ xS+ihtpt cos fa + y 'l >2 cosip 2 \ 

^("/0 = T 

7 - Equations du mouvement 
• Tige OA 

Les forces qui s'exercent sur la tige OA sont : 

Le poids /\ = m-L gx 0 = m-^^g (cosip 1 % — simp 1 v t ) 

La reaction en O R 0 = /? 0 “i + 

La reaction en A 7?^ = + R' A v \ 



1^1 



*i 4>\ +-ll^pl + l 1 l 2 ip 1 ip 2 cos(ip 1 - ip 2 ) 
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L'acceleration du centre de masse Gi de OA est :y ( 1 /r 0 ) = 

Z x d 2 up 



Y 



(%) = 



2 dt 2 






Le principe fondamental de la dynamique permet d'ecrire : 



m iY 



( c V Ro ) = 



Pi + Pn + P/1 



mi . 

— y = Pq + Pyi + ttii g cosip-i equation 1 



Uli 



— li 4 >i = R ' 0 + R' A +m 1 g cosip 1 equation 2 



F ext = 8 ( 0 ,OA/R 0 ) 



m 



= ~-^~li9 simp 1 + l t R' A 



0 G X A m l4 g x 0 + OA A R A = — /^ 1 
R'a = “7 simp ! equation 3 



• Tige AB 

Les forces exterieures qui s'exercent sur AB sont : 

— ^ 

Le poids : P 2 = m 2 q x 0 = m 2 q ( cosxp 1 u x — simp x 17) 

La reaction en A : P4 = — P^Ui — P^ 17 



dt 



L'acceleration du centre de masse G 2 de AB est : y ( 2 /^ ) 

Or ^ ( G2 /, P 0 ) = +7 ^2^ =kipiVi + 7 ^2 [cosO/i! - i/i 2 )^T + stnCi/ii - l/l 2 )«l] 



V ( G V/? 0 ) = y ^ 2 sin(ip 1 - ip 2 )up + [z^ + y ip 2 cos(ip 1 - \p 2 ) 



Y 



(%) = 



dr 



(%) 



dt 



<7 Ro W( c 7 Ro ) 






fV R > 



z 2 

-i/) 2 stnCi/i! - xp 2 ) - -\pl cos(\p 1 - xp 2 ) - l x \pl 



\ 



I , 



Z 2 



*1^1 + 7-^2 cos(i/i! - ip 2 ) + -ip | sin(xp 1 - ip 2 ) 

2 0 2 /, 



m 2 yf G7 



Le principe fondamental de la dynamique permet d'ecrire : 

• La quantite deceleration du centre de masse est egale a la somme des forces exterieures 
appliquees a la tige AB. 

(%J = P 2+^ 

m 2 gcosip ! -R A =m 2 (pp-i sin(ip 1 - p 2 ) ~ pP 2 cos(ip 2 - \p 2 ) - h'i’ij equat 4 

/ .. z 2 .. z 2 . \ 

-m 2 gsimp 1 — R A = m 2 I l 1 \p 1 + y i/i 2 cosO/7 - i/i 2 ) + y i/if sinO/^ - ip 2 ) I equat 5 

• Le moment dynamique de la tige en G 2 est egal a la somme des moments des forces en ce 
point G 2 . 

8 (<j 2 'AB / r^) = -^Pg 2 P 2 + M Gz R a = M Gz R a = G 2 A A R a = ju 2 A ( R A u t + P^u x ) 

Z 2 

= y [cosO/7 - Xp 2 )u 1 - sin(xp t - l/l 2 )]U! A ( R A u t + P>! ) 

=> P^ cos{\p 1 — i/i 2 )u^ + P^ sin(xp 1 — ip 2 ) =-^ip 2 equation 6 
En rempla^ant P^ par sa valeur ( donnee par I'equation 3 ) dans I'equation 5, on obtient : 
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/ m 2 l 2 r ■■ ■ , , / m 

xpili [m 2 + — J + — — [ip 2 cos(ip 1 - xp 2 ) + *p 2 sin(ip 1 ~ *P i)\ + 9 { m 2 + ~y) sirup 1 = 0equ7 



Si on multiplie I'equation 4 par ■^sin(gp l — i^ 2 ) et on lui ajoute I'equation 6, on obtient : 

m 2 l 2 rn-ihh w 1 Z 2 

— - — g cosip^inpipi — \p 2 ~) — xp^ospxp-^ — xp 2 ) H — - — sinxp^ospip-L — xp 2 ) 



m 2 l 2 
12 

m 2 lll 2 ■ 2 



ip 2 [l + 6sin 2 (ip 1 -xp 2 ')] 



m 2 l 2 



xpl sin(2(ip 1 - xp 2 )) 



xp{ sinpip-t - xp 2 ) 



equ 8 



Les equations 7 et 8 sont les equations du mouvement du bi-pendule etudie. 

8- Energie cinetique 

£ C (S/R 0 )=£’c(OA/R 0 )+E c (AB/R 0 ) 

Ec ( 5 /ff 0 ) = + hh'Pi'Pi cos(xp 1 - ip 2 ) 



Ec (%J = | (m 2 + + +^hl 2 M 2 cos Gfc - * 2 ) 

9- Energie potentielle 

La derivee de I'energie potentielle par rapport au temps est egale a la puissance totale des 
forces appliquees au systeme affectee du signe moins. 

^ = —E rot = -H p i) - E(P 2 ) - P(Ro) - H*a) 

Or P(R 0 ) = R 0 -V (% Q ) + n ( 0A / Rq ) M^{T 0 ) = 0 car V (%J = M^(T 0 ) = 0 
P{P A ) = E{R oa ^ ab + Rab^oa) = 0 

ip-iSinip-L car M Gi ( < P 1 ) = 0 



m 1 g l-t 



p (?i) = Pr'V ( G V/? 0 ) + H (°% o ) M Gl (K) = 

P(P 2 ) = P 2 ■ v( G2 /r 0 ) +^( i4B //? 0 )^S(^) = ~m 2 g{l 1 xp 1 sinxp 1 + l j-xp 2 sirup 2 ) 

-rpi sinip-t — m 2 g ( l ^ sirup t + -P\p 2 simp-^j 



d.E p 

cit 



m-^g l 



— P Tot ~ 

( m r \ m 2 1 2 

E p = —gl-i I — + m 2 J cosxp 1 — g cosxp 2 + constante 



Exercice 5 

Soit un systeme constitue d'une tige filetee OA liee au repere R^O ,xp ,yj* ,zj *) . La tige de 
masse negligeable tourne autour de I'axe zjj = zj* avec une vitesse de rotation a = C te . 

Un cylindre de masse m, de hauteur h et de centre d'inertie G, lie au repere /? 3 (G,x^,yJ,z|) 
s'enroule autour de cette tige et il a deux mouvements : 

• Un mouvement de translation de son centre d'inertie G lie au repere R 2 (G,x^ ,yj ,zjT), 
suivant I'axe de la tige xj* = x^ avec une vitesse lineaire x(t). 

• Un mouvement de rotation autour de I'axe xj avec une vitesse de rotation ip = C te et tel 

que: ( yj ,% ) = (zj ) = ip 

On prendra R 2 comme repere relatif et de projection. Determiner : 

1- Le tenseur d'inertie du cylindre au point G par rapport aux reperes R 3 et R 2 . 

2- La vitesse de rotation instantanee du cylindre par rapport au repere R 0 . 
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3- La vitesse et ('acceleration du point M par composition de mouvement. 

4- Les torseurs, cinetique et dynamique, au point O par rapport au repere R 0 . 

5- L'energie cinetique du systeme. 





Solution 



1- Matrice d'inertie en G 

L'axe Ox : est axe de revolution done les moments d'inertie par rapport aux axes Oy 2 et Oz 2 

(A 0 0\ 

sont egaux, et la matrice s'ecrit : M G (C ) = 0 B 0 avec B = - + fff x 2 dm 

Vo o bJ Rz 2 

R 2n k 

A = JJJ (y 2 + z 2 )dm = p j r 3 dr j dd j ^dx = -mR 2 avec m = pnR 2 h 

JJJx 2 dm = pJ r dr J dd J ^x 2 dx 



m _ m ( _ h 2 

= — h 2 Done B = — R 2 H 

12 4 V 3 



f 



2 R 2 



0 



M g {C) = 



m 



0 [R 2 +^- 



° \ 

0 



R + — 



3 / 



0 0 

2- Vitesse de rotation du cylindre par rapport a R n 

fl (^/^ o ) = — xp ~xl + a~zl = —xjj T 2 + ar 2 

3- Vitesse et acceleration de M par composition de mouvement 
• Vitesse relative de M 



GM = Rz^ => V r { M / R ) = 



dGM 



dt 



= rVl( R3 / r Az 3 =-R xpx 3 Az 3 = —Rxp y 3 
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% ( M /r 2 ) = R*P(cosxp yl - simp zj) 



• Vitesse d'entrainement de M 



*(%,) = 



dOG 



dt 
d~OG 



+ H ( 2 //? 0 ) A GM or fi ( 2 //? 0 ) = d z^ = d z^ ; OG = xxj 



dt 



xx 2 + x ■ 



dx 2 
dt 



xx 2 + xaz 2 A x 2 = xx 2 + xdy 2 et 



GM = Rz £ = R(cosxp zj + simp y 2 ) => 
fi (^ 2 //? 0 ) A GM = a z^ A R(cosxp r 2 + simp yj) = — Ra sini/; x^ 



14 (^//^ ) = (x — Rd simp )x 2 + xa y^ 



• Vitesse de M 



1/ ) = (x — Rd simp )x 2 ’ + (x« + Ripcosip ) yj — simp z^ 

• Acceleration relative de M 

^( m /r 2 ) 






dt 



avec ip = C 



_ /^te 



? ( M / ff ) = -/? xp 2 (simpy^ + cosxpz 2 ) 



• Acceleration d'entrainement de M 



'(%> 



d 2 OG 



0 / dt 



+ 



d ^{ R2 /R 0 ) 



Or fi 



(* 2 /fl 0 ) = dr o = Ci^ 



d 2 OG 



dt 2 



„ dxj 

= xx 2 + x — - 
dt 



A 

dt 



. dy 2 

+ xay 2 + xa — — 
dt 



dt . . GM + fl y 2 / Rq ) A [fl y 2 / ^ Q ) A GM 



= 0 et 



= (x — xa 2 )3c^ + 2 xa y^ 



fi ^ 2 / ^ ) A [fl (^ 2 //^ 0 ) A GAl] = n (X) A — simp x 2 = —Ra 2 simp ~yz 
r e ) = (x — xd 2 )x^ + a(2x — Rd simp)y^ 

• Acceleration de Coriolis de M 

fc ( M /r 0 ) = ( J R 7 R 0 ) A K ( M /r 2 ) = 2d zj A Ripicosip yl - simp zj) 



r c j = —2 Rd xpcosxp 



x. 



• Acceleration de M 
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x — xa 2 — 2Rcnp cosip \ 
f = | 2 xa — /?(a 2 + ip 2 )sinip J 

—Rip 2 cosip ) , 



4- Torseur cinetique au point O 



Fclo — 



R c =mV { g / r J = m(xxj + xccy - 2 ) 

^( S /r 0 .o) = ”( s /r 0 ' c ) + ^ a ^ 



0rS (%o’ C ) = = 7 



/2R 2 

0 

0 




-2R z tpx^ + a ( R 2 + zj 



OG /\ R c = xxj A m(xx J + xay^) = mx 2 a 

°( s /r 0 ’°) = + m 



a [ h . 
-[/? 2 + y ] + x 2 d 



^2 



/? c = m(xx 2 + xay^T) 
[7c]o = ^/5. n m 



i (* 2 + T l + * 2 



a (S/ R ,0^ = — — R 2 ipx^ + m a 

• Torseur dynamique au point 0 

= mf ( G //? q ) = "i[(x - xd 2 )x^ + 2xd yj] 

d5 { S /R 0 ’°) 



[T d )o = 



*( S /Ro'°)= dt 

Or V (0/ R ^j = 0 , done 






. . dd( S / R ,0 ) 



do 



{ s /r 0 ’°) 



dt 



+ “(%><?(% o -°) 



Or ip = C te et a = C te -* — - — 

T dt 


D'~ J 


= 2ma xx z 2 


et 








r 2 






H ( ff2 //? 0 ) Ad(% o ,o) = d^A 


m 

— — R ipx 2 + m a 


\{ r 2 + t ) + x \ 


22 = 



m 

- 2 * 



z ( S /l!- n ) = ma 



-R 2 ipyi+ 2 xxzj 



/? d = m[(x — xff 2 )3^ + 2xa y^] 



^ (5(% o ,o) = md 



-~R 2 ipy^+ 2xxzl 
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5- 



Energie cinetique 

L'energie cinetique du systeme se reduit a l'energie cinetique du cylindre car la tige a une 
masse negligeable. 



Ec (. S /Ro) 

Ec ( s /r 0 ) = 




tJi (% 0 K^(% 0 ) 

2 R 2 xp 2 + a 2 (r 2 +y') 



+ \ mi72 ( c / Ro ) 

1 

+ -m(x 2 + x 2 a 2 ) 



Exercice-6 



On considere le systeme materiel (I) compose des solides suivants : 

(Si) : est un coulisseau de masse rn h de centre de masse G t lie au repere R t en mouvement de 
translation rectiligne par rapport a un repere fixe R 0 (O,x 0 , y 0 , z 0 ) suivantl’axe Oz 0 ■ 



( S 2 ) : est une barre homogene de longueur 2b, de masse m 2 , de centre de masse G 2 lie a R 2 ; 



(S3) : est un disque homogene de rayon R, de masse m 3 , de centre de masse G3 lie a /^ ( (voir 
figure). On donne les matrices d’inertie : 



Mc, 2 (S 2 ) 



"^2 


0 


0 






•^3 


0 


0- 


0 


B 2 


0 




Mg 3 (S 3 ) = 


0 




0 


. 0 


0 


C 2 . 


R2 




. 0 


0 


C 3 - 



Determiner : 



1. Les vitesses et les accelerations des points G, avec i = 1,2,3 ; 

2. Les moments cinetiques cr(G, , 5,- / R t] ) des solides (Si) avec i = 1,2,3 ; 

3. Les moments dynamiques S(G I , S i / R 0 ) des solides (S,) avec i- 1,2,3 \ 

4. En deduire le moment dynamique du systeme au point Gj : S(G t ,E/ R 0 ) exprime dans R 0 . 

5. Calculer l’energie cinetique du systeme E c ( I/R 0 ) par rapport a R 0 . 




R 0 repere fixe, R a est en translation par rapport au repere R 0 
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R 2 est en rotation par rapport a R 0 , et R 3 est aussi en rotation par rapport a R 0 . 





► Y 0 



^(^ 2 /^ 0 ) — dx 0 n(R 3 /R 0 ) — px 0 



0 



0 



0 



0G 2 = b sina 0G 3 = 2b sina 01 = \2b sina 



\R + b cosa/ 



R 



0 



1- vitesses et les accelerations des points Gj _ avec / = 1 , 2,3 

• Vitesses des centres d'inertie G; (i=l, 2, 3) 

VtfJRo) = ( 0 \ V(G 2 /R 0 ) = f b a cosa \ 

V— 2 b a sina) Rg \—b a sina) Ro 

V(G 3 /R 0 ) = ( 2 b a cosa^j 

V 0 )r 0 

• Accelerations des centres de masse G, (i=l, 2, 3) 

KGJRo) = ( 



0 

0 






\—2b(a sina + a 2 cosa); 



Y(G 2 /R 0 ) = I b(a cosa — a 2 sina) 

b(a sina + a 2 cosa) J 



( ° \ 

y(G 3 /R 0 ) = 2b{a cosa — a 2 sina ) 

\ 0 u 

2 - Moments cinetiques des solides (Si) en Gi avec i=l, 2, 3 

5 (G lf S 1 /R 0 ) = M^ l} n(R 1 /R 0 ) = 0 car ^RJRq) = 0 
(A 2 0 0 \ /d\ 

3{g 2 ,s 2 /r 0 ) = M g 2) n(R 2 /R 0 ) = 0 b 2 0 0 = A 2 dx : ; = A 2 dx; 

Vo 0 c 2 ) Vo / R2 



a(G 3 ,S 3 /R 0 ) = M^n(R 3 /R 0 ) = \ 0 B 3 0 



(A 3 0 0 






— A 3 /)x 3 — A 3 /3x 0 



Y 0 0 c 3 ) Rs V 0 ) r 3 

3 - Moments dynamiques des solides (Si) en G; avec i= 1, 2, 3 

daiG^SJRo) 



8 (G 1 ,S 1 /R 0 ) = 



dt 



= 0 
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S(G 2 ,S 2 /Ro ) 



do(G 2 , S 2 /R 0 ) 



dt 



R o 



= A 2 a 



S(G 3i S 3 /R 0 ) 



d&(G 3 ,S 3 /R 0 ) 



dt 



R 0 



A 3 p x 0 



4- Moment dynamique du systeme en 

Le moment dynamique du systeme au point Gj est egale a la somme des moments 
dynamiques des solides constituant le systeme au meme point 

On calcule d'abords les trois moments dynamiques au point Gien utilisant la loi de transfert 
du torseur dynamique. 

Ainsi, on a : 

(A 2 d\ / 0 \ / 0 

3{G 1 ,S 2 /R 0 ) = 0 + i b sina A I m 2 b(a cosa - a 2 since) 

V 0 / Rg \—b cosa) Rg \—m 2 b(asina + a 2 cosa) 

d(G 1 ,S 2 /R 0 ) = \A 2 a + m 2 b 2 (a cos2a — a 2 sin2a)]x^ 

f-Aj\ ( 0 \ / 0 

<j(G 1 ,S 3 /R 0 ) = o + 2b sina A \m 3 b(a cosa — a 2 sina) 

V 0 / Rq \-2b cosa) r 0 V 0 

o{G 1 ,S 3 /R 0 ) = [— A 3 /? + 4 m 3 b 2 {a cos 2 a — a 2 cosa sina)]x^ 





D'ou : 

ct(G 1; S /R 0 ) = [ A 2 a — A 3 p + m 2 b 2 (a cos2a — a 2 sin2a) + 2m 3 b 2 (2 a cos 2 a — a 2 sin2a)]x^ 

5- Energie cinetique du systeme par rapport a Rn . 

L'energie cinetique du systeme est la somme des energies des solides constituant le systeme, 
ce qui donne : 

T(S/R 0 ) = T(S 1 /R 0 ) + T(S 2 /R 0 ) + T(S 3 /R 0 ) 

Avec : 

1 

T(S 1 /R 0 ) = —m 1 V 2 (G 1 /R 0 ) = 2m 1 b 2 a 2 sin 2 a 

T(S 2 /R 0 ) = \m 2 V 2 {G 2 /R 0 )+^n(R 2 /R 0 )M G 2 (S 2 )H(R 2 /R 0 ) = ± d 2 (m 2 b 2 +A 2 ) 

T(S 3 /R 0 ) = \m 3 V 2 {G 3 /R 0 ) + /R 0 )M^H(R 3 /R 0 ) 

1 

= -(4 m 3 b 2 a 2 cos 2 a + A 3 p 2 ) 

T (S/fi ) = - [ b 2 a 2 (4m 1 sin 2 a + m 2 + 4? n 3 cos 2 a) + A 2 a 2 + A 3 /? 2 ] 
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Exercice 7 (Epreuve de mecanique du solide ( Janvier 1996 ) 



On considere un referentiel terrestre Ri(0 1; x 1( y 1( z 1 )suppose galileen, I'axe 0 1 z 1 est 
horizontal et I'axe O 1 X 1 fait un angle a avec I'horizontale (0<a<n/2 ). On designe par (x^ ,yi ,Zi) la 
base cartesienne de R a . 

On suppose que le champ de pesanteur g est uniforme. On se propose d'etudier le mouvement, dans 
le plan vertical ( Oi, Xi , y 2 ) , d'un systeme mecanique (£) compose de deux solides (Voir figure ) : 



• Un disque homogene (D) de masse m, de centre O et de rayon a. 

• Une tige homogene (T ) rectiligne, d'extremites A et O de masse p, de centre de masse G et de 
longueur I. 

Le disque (D) est articule avec la tige (T) en O, la liaison est rotoide parfaite d'axe Oz^ L'action 
sans frottement de I'articulation rotoide en O de (D) est caracterisee par le torseur : 



R = Xxl + Yyi 
1 ^( 0 ) 



tel que m(0).z 1 = 0 



Au cours du mouvement le disque roule sans glisser sur I'axe OiXi et la tige reste 
constamment en contact sans frottement avec O^ en A( liaison ponctuelle simple parfaite ) 

On designe par /? = (x^, AO') I'angle constant caracterise par sin/?=a/l : 0 < /? < 7t/2. 

Les parametres du mouvement sont :x = O t A et 6 = est I'angle de rotation propre 

du disque autour de Ozi, etant un vecteur lie a (D). 

On designe par R p la reaction en P ( contact ponctuel entre le disque (D) et I'axe O^ ) : 

R p = T + Nyl 



I Questions preliminaires 

1- Determiner le moment d'inertie du disque par rapport a I'axe Ozi. 

2- a) - Determiner le torseur cinetique de (D) en O. 

b) - En deduire le torseur dynamique de (D) au meme point O. 

3- a) Determiner le torseur cinetique de (T) en O 

b) - Determiner le torseur dynamique de (T) au point O. 

4- Calculer les energies cinetiques E^D/R^, E^T/Ri) et E^/Rj) respectivement du disque 
(D), de la tige (T) et du systeme entier(£). 

5- a) Calculer la vitesse de glissement en P de (D) sur OiXi. En deduire la condition de 
roulement sans glissement. 

b) Montrer que dans ce cas I'energie cinetique du systeme (£) est de la forme 
E c (^/ g ) = ^Mx 2 ou M est fonction de m et p. 

II Etude dynamique 

1- Donner I'inventaire des efforts exterieurs agissant sur : 

a) Le solide (D) seul. 

b) La tige seule. 

c) Le systeme (£). 
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2- Ecrire le theoreme du moment dynamique en O du disque seul. 

3- Appliquer le theoreme de la resultante dynamique a (£) 

4- A partir des relations trouvees aux questions 2 et 3, deduire I'expression de I'acceleration 
en fonction de p, m, g et a. Quelle est alors la nature du mouvement ? 

Ill Etude du mouvement sous I'effet d'un couple 

Nous supposons maintenant qu'en plus des efforts precedents la tige exerce sur le disque (D) des 

efforts moteurs engendrant un couple —C~zl ; inversement le disque (D) exerce sur la tige le couple 
oppose Czl . 

1- Calculer la puissance de chaque action appliquee au systeme (£). 

2- En appliquant de theoreme de I'energie cinetique, trouver I'equation differentielle du second 



3- A quelle condition doit satisfaire la valeur de C pour que le systeme (£) puisse grimper la 
pente, sachant que (£) est lache sans vitesse initiale. 

4- On suppose dans cette question que p/m«l. A I'instant initial x=0. En appliquant la loi de 
Coulomb ecrire la condition que doit maintenant satisfaire C pour que le systeme "monte la 
cote".( utiliser I'equation des moments pour la tige seule ). 



Solution 

I Questions preliminaires 

1- Matrice d'inertie du disque au point O 

Oz : axe de revolution, done axe principal d'inertie et par consequent la matrice d'inertie est 
diagonale et les moments d'inertie par rapport aux axes Oyi et Oxi sont egaux. 



ordre en x. 





O 




C 
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ma 2 ® ^ 

M 0 (D) = — - 0 0 0 

4 \0 0 2 ) 



2- a ) Torseur cinetique de (D) en O 

PHD/flJo = 



T c (%J = >"?(%,) 

5(o,%j = M® ) n(% i ) 






(%l) - 






ma 



dt 

K 0 ’ D /r 1 ) = 

[ TcP/RJo = 

b) Torseur dynamique de (D) en O 



— m — [(x + l co5/?)x^ + aK] 
dt 



= mx x x 






2/100 
0 0 0 




ma 2 d 

0 ] = z 1 



[T^D/RJo = 



0 0 2 / Rl \Q/ Rl 

Re ( D /rJ = rnxT 1 

’{Of/Rd-^Z 
R* (%J = 

<45(0,%,) 






dt 



Ri 

2 



Y(°/ Rl ) = mxx i et ^ (o, = — d ^ 

(%J = 



[7 d (D//?i] 0 = 

3- a) Torseur cinetique de (T) en O 

[T’cCT’/tfJo = 



mx x x 
-.2 






R c (VrJ - !' li(i: ‘/R l ) 

3 (°' VflJ = <? (G. VflJ + fl? ( T / fil ) A GO 

OG — (x + ^ cos/3 ) x^ sin/3 yl => R c (J/r ) = *i 

3 (G. r / fll ) = < ) 5( r /« 1 )=3 car H(V Rl )=5 

£ (VrJago = /ii: - sin/3 z 1 ou GO = -(cos/3 xl + sin/3 

*c C / R,) = V' xT i 
{Tc(T/R 1 ]o= , , 

d (^0 , 1 J = rx- sin/3 z x 

b) Torseur dynamique de (T) en O 

^ ( r //? 1 ) = ^( G / /?1 ) = nxxT 

[TrfCr/ffJo = ^ __ i 

s{.°’ T / Rl ) = s{. G ’ T / Rl ) + ^d ( T /r i ) AG0= R 2* Sin P Zl 

4- Energies cinetiques 
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• Energie cinetique du disque 

E ‘ (%,) =\ mV2 (%J (%J <H d /rJ 



(% l) = 



1 • 2 i 771 2 n 2 

-mx H — a 0 



Energie cinetique de la tige 






x 



Energie cinetique du systeme 



r/»J = E ‘ (%,) + E ‘ ( t /rJ = + x) * 2 + 

5- a) Vitesse de glissement en P 

Wo,*) = v{ PeD / Rl )-v( pe °‘ X V R J = v (%J + H (%J A OP 
P ^ e ^ lXl /fi ) = 0 Car 0 1 x 1 fixe 
^giP/o^ = xT 1 + 9zl A -ayl = (x + ad)x^ 



La condition de roulement sans glissement est : 

%( D /o 1 x 1 ) = 0 => x = -ad 



• b)- Energie cinetique du systeme 

Dans le cas du roulement sans glissement, et en remplagant 9 par sa valeur, on trouve : 



(y,\ 1 , n ma 2 . 1/3 \ _ 1 

E c L / Ri 1 = -(m + //)x 2 +^— 9 2 =-[-m + n)x 2 = -Mx 



2 ^ 3m + 2g 



M = 



11-Etude dynamique 

1- Efforts exterieurs agissant sur : 
a) Disque seul 

• Le poids : 

• La reaction en P : 



L'action en O : 

b) Tige seule 
Le poids : 

La reaction en O : 

La reaction en A : 

c) Systeme entier 
Le poids : 

La reaction en A : 
L'action en P : 



P D = —mg(cosa y 1 + sina xf) 
R^, = Txl + Nyl 

R = Xxl + Yy{ 

m(0) 

P T = —gg{cosa ~y\ + sina x^*) 

—R = -Xxl - Yyl 
—Yn(0) 

Ra = Ra Vi 



P = — (m + g)g(cosa y 1 + sina x x ) 

Ra = Ra Yi 
R^ ) = TT 1 + Nyl 



2- Theoreme du moment dynamique applique au disque. 



Bougarfa latifa 



Page 21 



exosup.com 



page facebook 



Mecanique du solide 



Theoremes generaux 



8 (o, °/r 1 ) = ^ M o( F ext ) = Yn(O) + OP a1^ + 00 A mg 

2 

TTICL 

— — 9^1 = m(0) + (Tx^ + iV y{) A ay 1 = rn(0) + Ta~zl 

ma .. 

=> T = 0 equation 1 

3- Theoreme de la resultante dynamique applique a (5). 

m Y (%J + W ( G /flJ = ^ ^ 

En remplapant chaque terme par sa valeur, on obtient les equations suivantes : 

( (m + q)x = — (m + q)g sina + T => T = (m + q)(x + g sina) equation 2 

(0 = —(m + q)g cos a + N + R A => N = (m + q)g cosa — R A equation?) 

4- Mouvement de (5) 

Les equations 1 et 2 nous donnent : x — —qsina + = —q sina + ma - 8 

M a (m+n) a 2 (m+ii) 

•• X 

Or la condition de roulement sans glissement donne aussi : 9 — — - , ce qui donne ; 

2 (m + g) 

x = q sina = constante 

3m + q 

Le mouvement de (£) est rectiligne et uniformement varie 

III Etude du mouvement sous I'effet d'un couple 

1- Puissances des actions appliquees a (J) 

• Puissances des forces de pesanteu r 

T x = mg ■ V ) + qg ■ V {^ / r^ = ~(m + q)g sina x 

• Puissance du couple qu'exerce la tige sur le disque 

t 2 = -cr 1 -n[ D / Ri ) = -ce 

• Puissance de I'action de la tige sur le disque en O 

La liaison rotoide en O est parfaite, done la reaction est normale a la vitesse ce qui traduit par 
une puissance nulle de cette action 

• Puissance de I'action du disque sur la tige. 

D'apres le principe de I'action et de la reaction, puisque la tige exerce sur le disque un couple 
—Czl, le disque exerce sur la tige le couple C~zl, et la puissance est egale a : 

J> 3 = Czi ■ 15 (J/rJ = 0 car fi ( T / R J = 0 

• Puissance de la reaction en P 

T A =-T P -v[ p ^ D / R J = 0 Car 

F /r j = 0 puisqu on a roulement sans glissement 

• Puissance de I'action en A 

P 5 =■ R a ■ v[^/r^ = 0 Pas de frottement done R A 1 V 

• Puissance totale 

T = + T 2 + P 3 + P A + T s = — (m + q)g sina x —C6 
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2- Theoreme de I'energie cinetique applique a (T) 

dEcfi/n ) • m • •• 

T — — y 1 => — (m + g)g sina x - C6 — (m + p)x x + —a 2 9 9 

En remplagant 9 et 6 par leurs valeurs et en divisant par x, on obtient : 

3m + 2g C 

x = — (m + g)g sina H — = M x equation 4 

2 a 

3- Condition pour que (T) monte la pente 

Pour que (Z)_grimpe la pente, il faut que x croit c-a-d que x > 0 ; or a t=0 x 0 = 0 , pour que x 
soit positif, il faut que x croit ce qui necessite que x soit positif 

C 

— (m + g)g sina H — = Mx>0=>C>(m + g)ga sina 
a 

4- Condition pour que (7) monte la pente lorsque u«m 

• Theoreme des moments pour la tige seule 

Le moment dynamique en O est egal a la somme des moments des forces appliquees a la tige 

8 (o , T / R J = -m(0) + OA A 

l _ 

g—x sinfi z x = — m(0) — Z(cos/? x x + a y x ) A R A y 1 + C z x 



0 = — m(0) — IR a cos/3 z-l + Cz 1 car g -» 0 



Ce qui donne par projection sur : C= IR a cos/3 => R A — 



l cosfi 



D'apres I'equation 3 N = {m + g)g cosa — R A >0 <=> N = mg cosa — - > 0 

yll 2 -a z 



Or cos/? 






Y = mg cosa 



■jR-a 2 



> 0 



, ,, , „ ma 9 m .. 

D apres I equation 1 : T = — = — — x 

c 

-(m+g.)g sina -\ — 



L' equation 4 donne : x = 



M 



n 3 ^ -mgsina+- 2 . ,2 C 

u-> 0 => M = - m et x = § - = — q sina H 

^ 2 -m 3 3 ma 



rr, m C 

T = —q sina 

3 a 3a 



On a frottement done T est negatif (car force de resistance ) T = — ^ ^ — mg smaj < 0 



Done: — mg sina >0 C > mgasina 



• Axiome de Coulomb 



\T\ < f N => — 



C 



3 La 



mg sina 



<f 



C 



mg cosa 



C< 



mg 



r . , sina 1 

[/ cosa +^~ J 



V/ 2 — a 2 



3 a 



Exercice 8-Epreuve de mecanique du solide ( Janvier 1998) 

Un systeme de solides est en mouvement par rapport a un referentiel terrestre suppose 
galileen R 0 (O, X, Y, Z) de base cartesienne ( X , Y,Z ). Le systeme est forme de ( figure ) 
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• Un solide (S) de masse m et de centre G ; la matrice d'inertie en G dans un repere lie a (S) 

R S (G, x, y, z) de base cartesienne (x,y, z)< est supposee de revolution telle que : 

(A 0 0\ 

KG,S)= 0 A 0 

Vo o cJ Rs 

• Line tige cylindrique (T) d'axe OE, de masse negligeable, astreinte a rester dans le plan OYZ 
ou sa position est reperee par I'angle 6 = (Z, z) oriente par X 

Le solide (S) est perce le long de son axe Gz d'un trou cylindrique de meme section que la tige 
(T) de fapon a ce que les axes OE et Gz soient superposes et de meme sens. (S) peut glisser et 
tourner autour de celle-ci . On pose : 

OG = pz et <t> = (j(, x) oriente par z 

Une extremite de la tige est liee au bati (B) fixe en O par une liaison rotoide parfaite. L'action 
du bati sur la tige est caracterisee par le torseur T 0 (R 0 , H 0 ) On designe par R T (0, X, w, z) le 
repere lie a (T) et de base (Z, w, z) et les efforts de contact ( liaison verrou ) exerces par la 
tige (T) sur (S) par le torseur Tj (R 1 , H x ) en G dont les elements de reduction sont : 

X = XX + Yw + Zz etX = lx + My + Nz 

Un ressort (R), de masse negligeable dispose entre le bati (B) et le solide (S), d'axe Oz, exerce 
sur (S) des efforts caracterises par le torseur T 2 en G d'elements de reduction 

R 2 = —k(p — Z 0 )z et H 2 = —K(Q> — a)z 

Le champ de gravitation, g = —gZ, est suppose uniforme. 

1- Calculer les vecteurs vitesse V {^ / g acceleration f (^ / g ) et vitesse instantanee de 

rotation fl (f/g^)- O n exprimera les resultats dans la base lie a R T . 

2- Determiner pour le mouvement de (S)par rapport a R 0 : 

a- Le torseur cinetique en G ( on exprimera la resultante dans la base liee a R T et le 
moment dans la base liee a (S)). 
b- L'energie cinetique E C (S/R 0 ). 

c- Le torseur dynamique en G ( on exprimera la resultante dans la base liee a R T et le 
moment dans la base liee a (S)). 

3- Analyser le bilan des efforts exterieurs appliques a : 
a- (S) seul. 

b- (T) seule. 
c- (S)U(T). 

4- Application des theoremes generaux a (S) seul. 

a- Ecrire le theoreme de la resultante dynamique projete sur la base liee a R T . 
b- Ecrire le theoreme des moments dynamiques en G projete sur la base liee a (S). 
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